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円環 領 域 に お け るNavier-Stokes方程 式 の
一般 流速条件のもとでの境界値
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Navier-Stokesequationsin2-Dannulardomain
withgeneraloutflowcondition
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SchoolofScienceandTechnology,1膨勿UniversityKawasalei,214-71JA.PAAr
Synopsis:TheexistenceofsohltionofthestationaryNavier-Stokesequationsunder
generaloudiowconditionisnotknowningeneralcontext.In[1],wehaveshowntheex・
istenceofthesolutionforcertainclassofboundaryvalueswithpossiblecountableexcep-
tionfortheReynoldsnumber.Inthisnote,weshallshowanexampleforwhichthereare
noexceptionalvaluesactually.
Keywords:StationaryNavier-Stokesequations,Generaloutflowcondition.
1.は じ め に
2次元 円環領 域D={x∈R211〈lxl<R}(ただ しR>1)でNavier-Stokes・方程 式 の境 界値
問題
帆「㍗㍗ ≡。遮
を考 え る.こ こで μは任意 の定数,βoは 調和 関数のgradientの境界値 とす る.uはdivu=O
であるか ら一般流速条件(generalout且owconditibn)
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(G・C)S
。D…d・ 一・
をみ た さねぽ な らない.従 って β1もそ うであ ると仮定す る.
[1]によれぽ,一 般 の領域 について も高 々可算個 の例外値 μを除 いて どんな μに対 して もβ1
を十分小 さ くとれぽ(応)μ の解が存在す る.
我 々の 目標は,特 に2次 元円環領域において
(1)βo=eol∂1)θo≡▽loglxl
の場 合には,除 外集合が空 であ ることを示 す ことであ る.
2.主 要 な結 果
作 用素Gは ス トークス方 程式 の グ リー ン作用素 であ り,作 用素EoはEoWニ(ω ・▽)eo+(eo
・7)ωで定義 され るとす る.K=-GEoと お くとき,作 用素Kが 実固有値 を持たない ことを示
せば よい(詳 細 は[1]を参照せ よ).すなわ ち,
定理1ベ ク トル値 関数eo≡▽loglxlとし,円 環 領域D={x∈R211<lxl<R}、とす る.こ の
とき,方 程式
②「⌒ ㌻ 酋 ≡i諮
をみ たす実定数 λ,ベ ク トル場u≠0,ス カ ラー場p≠ 定数は存在 しない.
以下,こ の定理 の証 明を行 う.極 座標表示
u・Ur(r,θ)er十Ue(r,θ)ee
を用 いて方程式(2)を書 き直す と
(・)一・@一 ピ 一書)+裟 一;+÷誓 一・
(・)一・(・勒一と物+辮)+÷ 眺+÷ 警 一・
(・)÷念(物)+÷箒一・
た だ しAは2次 元 の ラプ ラシア ンである.フ ー リエ展 開を用 い,次 の形 に固有 関数Ur,uθ,p
を お く.
　 　
U,=Σak(r)C・skθ+Σb、(r)sinleθ
h=Ok=1
　 　
u・ニ ΣCh(r)c・sleθ+Σd、(r)sinleθ 』
k=Ok=1
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エ の
PニΣek(r)C・skθ+Σfk(r)sinkθ
k=Oh=1
この とき,lee=よる分離(モ ー ド分解)が可能 とな る.す なわ ち便宜 上bo(r)=do(r)=fo(r)
≡0と おけぽ次 の補題が成 り立つ.
補題1aヵ,bk,Cヵ,dk,ek,fkは次の方程 式系お よび境 界条件 をみたす.
(6)
(7)
(8)
(9)
(10)・
(11)
(12)
証 明は省略す る.
(1)le=0のとき.
補題2Ur==ao(r),Ue・Co(r)とい う形 の(2)の非 自明解は存在 しない.
証 明(10)よりao(r)=cr-1(ただ しcは あ る定数)で あ る.こ の ような関数 で境 界条件(11)を
み たす ものは0に 限 る.こ の とき方程 式(8)は次 の よ うになる.
(・3)一・(鵬 句(・)+÷1;rCo(・)一;句(・))+÷多 句(・)+;句(r)一・
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一・(d2
〃2α々 (r)+÷多侮(・)-el2f-11liak(・)3砺(・))
d141
+万 θ・(7)+7プ ・(γ)一プ ・(γ)=o
-・(d2
〃2b々(r)+÷>b・(・)一号1・ ・(・)+舞(・))
41d1
+T
rfk(γ)+一;-irbk(夕)すb・(γ)=o
-・(d2
〃2cπ(r)+昔・(・)一類 ・(・)躍砺(・))
leld1
+7五(γ)+7ジ ・(γ)+乏6・(夕)=o
-・(d2
〃24〃(r)+÷鮒 ・)一字 峨(・嘩 ・・(・))
ゐ141-7θ・(7)+-7i
rdk(γ)+プ・(7)=o
dd
γ宏 ・(r)+α・(γ)+盈4・(r)=o,ri
rbk(グ)+b・(夕)-kCk(夕)=o
αo(夕)=60(r)=0(γ=1,R)
4d
侮(γ)=b・(γ)=Ch(γ)=dk(夕)=万α・(γ)=万b・(夕)=0(γニ1・脱 力≠0)
明治大学 科学技術研究所紀要Vol.35No.7
・一・であ ・た と し・ う・ ・の と き句(・)・耀 式 場 ・・(・)+膓・・(・)一・をみ たす ・・,境界
.条件 よ りCo(r)=0とな る.つ ぎに λ≠0と 仮定 しよう.こ の とき(13)の解 は
(i)λ≠-1/2のときr-1と〆+λ一'の一 次結合
または
(ii)λ=-1/2のときr-1とlogr/rの一 次結合
で表 され る.こ の よ うな関数 で境界条件(11)をみ たす ものは0に 限 る.以 上 よ り
Ur=ao(r),uθ==Co(r)
とい う形の(2)の非 自明解は存在 しない.Q.E.D.
(順 次に ゐ≠0の 場合 を考察 しよう.
関係式(10)より
(・4)c・-i(・`晒)・碗一 ÷(・llrak+ak)
これ らを方程式(6),(7)に代入 して
(・5)一・(袈 警一等1侮)+砦・÷警一二侮一・
(・6)一・(裳+÷警一≒1玩)+誓+÷砦一二玩一・
を得 る.方 程 式(14)を2回微 分 して(8)と(9)に代 入す ればah,eヵ,ble,fkにつ いての次 の方程式
を得 る.
(・7)・畷+・ ・砦 一(k2-・)砦+〆:1侮}一輪 ・砦 一・警 ÷ ・
(・8)・{〆芸+磯 一(1・2-・)砦+〆:1砺}一・芳一・裳 一・砦 ÷ ・
・れ らを微分 ・た結果と(・5)(・esp・(・6))から砦(・e・胤 を消去すれeXak,bktr・つ・・て
の4階 線形常微分方程式を得る.す なわち
補題3ak,bヵは と もに次 の方程式 を満たす.
(19)
・曙+・ 撰+(5-2k2)〆砦 一(・が+・)・穿+(万一・)叶一嘉
一・〆 裟+(万 一・)・砦 一(万一・)・一・
証明は省略する.境界条件(12)より
d
(20)ψ(r)=i
,OP(r)=0(r=1,R)
方程式(19)の解で この境界条件をみたす ものは 自明な ものに限る ことを,以 下 に示す.
変数rをs=logrに変換す る と(19)は次の定数 係数 の常微分方程式に なる.
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(21)λ{ψ肋 一2(左2十1)ψ"十(カ2-1)2q}-q"一ψ"十(k2十1)¢プー(ゐ2-1)ψ=O
ただ ・'る であ・・
」(21)の特性方程式 は
(22)[λ{(α一1)2一ゐ2}一(α一1)]{(α十1)2一彦2}=0
となる.
(A)λioの 場 合
この ときは,特 性方程式(22)の根は α=1,-1+カ,-1-kであ る.
(i)11ei≠2に対 しては方程式(19)の解op(r)はr,r-1+k,r-1-hの一次結合であ る.
(il)1kl=2については方程式(19)の解op(r)はr,rlogr,r-3の一 次結 合である.
どち らの場 合 も境界条 件(20)をみたす ものは 自明な ものに限 る ことを確か め るのは容 易であ
る.
(B)λ≠0の 場合
・一・k・+±とおく・離 耀 式(22)の根は
偽一一・一尾・・一一・繭 一・+(三_万λ)/・,餌 一・+(÷+万)/・
と表せ る.k≠0で あるか らα1≠α2かつ1α一 α21=211e1である.一 方 δは正で あるか ら α4一α3
>2閣 となる.ゆ えに,次 の2つ の場合を調べれば よい.す なわ ち,4つ の根 がすべ て相異 な
るか,4つ の内3つ が相異な る(2つ が重複す る)場 合であ る.
(i)4つ の根がすべて相異な る場合
方程式(19)の解ep(r)eireq,rα2,rCt3,rcaの一 次結合 である.次 の補題 に よれ ぽ,そ の ような
解 で;境 界条件(20)をみたす ものは 自明な ものに限 る.
補題4実 数 σi(1≦i≦4)は互 いに相異 なる とする.こ の とき行列式
1111
σ1σ2σ3σ4
ア(κ)≡
xσlxσ2xσ3xσ4
σIXσ1σ2ズ σ2σ3Xσ3σ4Xσ4
の値は κ>1で決 して0に な らない.
証 明は次 の節 で行 う.
(ii)4つの内3つ が相異 なる(2つ が重 複す る)場 合
この場合,重 根 は α1,α2,α3,eqの内の最大値 または最小値であ る.す なわち
補題 ・lk+・i≧・かつ ・一一、鰐)で あれ1ま…2,・ ・… の最大値 または最小値 で重複が
お ・る'ile-・i≧・かつ ・一一、鑑)の とき も同様 である・その他 の場合 は根の重複購 ・
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らない.
証 明は次の節 で行 う.σ1〈σ2<σ3は3つの相異な る根 とし,σ3が重根 である としよ う.方 程
式(19)の解 ¢(r)はrσ',rσ2,rσ3,rσ310grの一 次結 合で あ る.こ の ような関数 で境界 条件(20)
をみたす ものは 自明 なものに限 る ことが次の補 題に よ り示 せる.
補 題6σ1<σ2〈 σ3と す る.こ の と き行 列 式
1110
σ1σ2σ31
9(x)≡
xσlxσ2xσ3xσ310gx
σlxσ1σ2xσ2σ3xσ3(1十σ310gx)xσ3
は κ>1で 決 し て0に な ら な い.
証 明は次の節 で行 う.
こ う してすべ てのak(r)(k∈Z)は0とな る.従 って(10)よりdle(r)も0となる.同 じ論法
によれ ぽすべ てのbk(r)@∈Z)は0とな り,ま たCle(r)も0とな る.以 上 によ り(2)をみたす
実数 λと非 自明なu,pは存在 しない.よ って定理1は 証 明された.
3.補 題の証明
証明はいずれも初等的であるが,か な りの計算を必要 とする.
補題4の 証明'
一般性 を失 うことな く σ1〈σ2<σ3<σ4と仮定 して よい.ゾ(X)の行列式表現を微分 して
f(1)・・f「(1)==f"(1)=f"'(1)-0,f'一(1)-2H(σ「ai)≠O
I≦i<i≦4
が 得 られ る.ま た 行 列 式 を 展 開 し て
f(X)=(σ4一σ3)(σ2一σ、)κσ・+σ一(σ4一 σ2)(σ3一σ、)Xσ・+σ・
+(σ3一σ2)(σ4一σ、)Xσ・+σ・+(σ4一σi)(σ3一σ2)Xσ・+σ・
一(σ3一σ、)(σ4一σ2)Xσ・+σ・+(σ2一σ、)(σ4一σ3)Xσ・+σ・
で あ る こ とを 確 か め る こ と が で き る.
次 の よ うな 関 数 た ちh1,h2,h3,h4を考 え る.
ん、(ズ)=κ一σ一σゲ(κ)
h,(X)=xl+σ一 ・hl(X)
h3(X)=x1+σ・一 ・+σ・-a・hS(X)
h、(X)ニxl+σ・一 泥(X)〔
こ の と きhl(1)=h2(1)=h3(1)=λ4(1)=0およ び
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円環領域におけるNaVier-Stokes方程式の一般流速条件のもとでの境界値問題への注意
hi(x)=H(σ 「 の(xσ 「σ・　1+x・一 ・・-1)>0(x>1)
1≦i〈i≦4
が成 り立ち,従 ってf(x)>0(x>1)を得 る. Q.E.D.
補題5の証明
　 一・一丸・・一一・+∪・・一・+(」._万λ)輪 一・+(÷+万)/・
で あ っ た.ま ず,k21と 仮 定 し よ う.こ の と き α1ニー1-k〈 α2=-1+leが 成 り立 つ .
(a)ま ず α1=α3と仮 定 す る.こ れ は
(23)・(le+・)+1-VS・
と同等 である.両 辺 を2棄 して
k十2
λ=-4(le+1)
を得 る.ま た,こ のAは(23)をみたす.ゆ えに α1=α3が成 り立つ.・従 って,k≧1の とき α1=
α3が成 り立 つのは λ=一(k+2)/4(le+1)のときに限 る.
(b)次 に α1=caを仮定す る.こ れは
(24).2(k+2).⊥-rsλ
と同等 である.両 辺を 自乗 して
彦十2
λ=-4(k
+1)
を得 る.(a)よりこの λに対 しては α1=α3が成 り立つ.α3≠caであ るか ら矛盾 であ る.よ っ
て α1=α4は成 り立たない.
(c)α2=caとす る.こ れは
(25)2(le-2)一三 一,,f-5一
λ
と同値であ る.le=1Sb－よびk=2は(25)をみた さない.le23とす る.(25)の両辺 を 自乗 して
カー 2
λ=-4(k-1)
を得 る.逆 に この λは(25)をみたすか らα2=α4が成 り立つ.ゆ えにk;}r3のとき α2=caが成
り立 つのは λ=一(k-2)/4(le-1)のときに限る.
(d)α2・α3と仮定す る.こ れ は
(26)2(le-2)+⊥一 万
λ
と同等 であ る.le=1およびkニ2は(26)をみ た さない.々≧3と しよ う.(26)の両辺 を 自乗 し
て
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た一2
λ=-4(le-1)
を得 る.(C)によれぽ,こ の λに対 しては α2=αaとなる.α3≠α4であるか ら α2=α3は成 り立
たな い.
le≦-1につい ても同様 の考察に よ り補題 の結論 を得る. .Q.E.D.
〆
補 題6の 証 明
補 題4と 同 様 の 計 算 に よ り
g(1)=σ'(1)=g"(1)=g"(1)=0
9(X)=(σ 、一 σ,)(Xσ・+σ・+Xσ・+σ1-Xσ'+σ2-X2σ3)
十(σ1一 σ3)(σ2一σ3)(Xσ3+σ1-Xσ2+σ3)IOgX
が 成 り立 つ.関 数91,g2,g3を 次 の よ う に 定 義 す る.
91(x)=x'σ一 σ39(x)
92(X)=Xσ「 σ・+igl(X)
93(X)==xgS(X)/(σ、一 σ2)(σ2一σ3)(σ3一σ、)
=xσ1一σ3十xσ3一σ2-xσ1一σ2-1
こ れ よ り
9、(1)=92(1)=93(1)=0
9S(X)=(σrσ3)Xσ1一 σ・-1+(σ3一 σ、)Xσ・一σ・-1-(σ1一σ、)Xσ一 σ2-1
=(σ3一 σ2)Xσ3一σ・-1+(σ2一 σ、){κσ「 σ・-1-Xσ一 σ・　1}+(σ2一 σ3)Xσrσ・'1
>(σ3一 σ2)(xσ・'σ・-1-xσ1一σ・-1)>0(x>1)
ゆ え に
gS(x)>0(x>1)
が 得 ら れ,よ っ てg(x)>0(x>1)を 得 る. Q.E.D.
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